EXERCICES MPSI A9 ESPACES EUCLIDIENS R. FERREOL 16/17

| PRODUIT SCALAIRE |

1. : Dire si chacune des applications suivantes est un produit scalaire sur R? :
= | symétrique ? | bilinéaire ?
(( y ) < v e y

xx’
zx’ — gy’

2zx’ +yy —xy — 'y
zy + yx'

(zz' +yy')°

( “”; )) = | positif ? | défini ?

T x
Idem pour y Yy’ =2(xzx' +yy +22') +ay +yr’ + 22’ + 22" +y2' + 2y sur R3.
z Z
2.
(a) Montrer que dans un R-espace muni d’un produit-scalaire :
IZ=1Yle(@+y)L(Z-Y)etd LY & |T+7]=]7 -7
(b) En déduire des CNS de géométrie :
i. Un parallélogramme ABCD est un losange ssi
ii. Un parallélogramme ABCD est un rectangle ssi
iii. Un triangle ABC est isocéle en A ssi
iv. Un triangle ABC est rectangle en A ssi
3. *: Soit E un R-espace vectoriel muni d’une norme || . || . On suppose que cette norme vérifie I’égalité du parallélogramme,
& savoir : ) ) ) )
vay€B |7+ 717+ la—FI° =2 (171 + V1)
On se propose de démontrer que cette norme est euclidienne, ¢’est-a-dire qu’il existe un produit scalaire (. | .) tel que
VZ €E |Z)° = (7 |7).
(a) Montrer que si (. |.) existe alors
? + — 12 ? = 2
v,y eB (T7)= |5 |52
2 2
Cette formule définit une aplication de E? vers R ; reste & montrer que c’est bien un produit scalaire.
(b) Montrer que (z1 + 3| y) = (21]y) + (z2|y ) (indication : [|(z1 +23) — V|| = |71 + (22 — ¥)|)
(c) Pour 7',y fixés, on pose f (a) = (a7 |y). Vérifier que
Vai,a €R f(ar+az) = f (o) + f(az)
et que f est continue.
(d) Conclure, en utilisant un résultat sur les fonctions continues.
| CAUCHY-SCHWARZ |
4.

(a) Prouver : V (1,2, ...,2,) ER" (21 +zo4 -+ 2,)° <n (a3 + a3+ +a2)
A quelle CNS a-t’on égalité ?
Redémontrer cette inégalité en utilisant ’inégalité de convexité.
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. 1 1 .
(b) Prouver : V (z1,2,...,xy,) € (Riy (x1 420+ +20) (x_ + — 4o g x_> > n2. Cas d’égalité ?
1 2 n

(c) Prouver :

k=1 k=1
1 U g
5. Soit E={feC([0,1],R) /Vz €[0,1] f(x)#0}.Pour f €E,onpose: P(f)= [ f(z)dzx @
0 0
(a) Montrer que rfnei]EP (f) = 1; déterminer ’ensemble des fonctions f € E pour lesquelles P (f) = 1.
(b) Montrer que supP (f) = +oo.
fek

1 1
6. Montrer que pour z > 1, Inz < /& — 1 (prendre f:t+— let g:t— E) En déduire lim —.

r——+oc0 I

7. Propriétés du produit scalaire usuel dans M, (R).
(a) (Re)démontrer que (A | B) = tr (*AB) définit un produit scalaire dans M,, (R) .
(b) Montrer que |tr (A)] < /n||A] ; indication : tr (A) = (I, | A).
(¢) Montrer que (A | B) = (*A | *B), que (AB | C) = (B | *AC) = (A | C 'B), et que |AB||* = ('AA| B'B).
(d) * Montrer que [|AB| < ||A|l1B] -
8. Soient (a,) et (b,) deux suites & termes > 0 ; on pose s, = > ag et &, = > bg et up, = > Varby .

k=1 k=1 k=1

(a) Montrer que si les suites (s;,) et (¢,) sont convergentes, vers s et t respectivement, la suite (u,) également, et
lim u,, < v/st.
(b) Calculer s,t,+/st et limu, dans le cas oil a = a¥ et b, = V¥, avec a,b €0, 1].

9. *: La moyenne de X = (21, ...,x,) € R" est

la variance de X est
L écart-type est

et la covariance de X et Y = (y;) est
Cov (X,Y) = M ((X - X) (Y — 7))
(ici, le produit de deux élément de R™ se fait coordonnées par coordonnées).

(a) Montrer que Cov (X,Y) =M (XY)-M (X)M (V).

(b) Montrer que (X,Y) — Cov (X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive sur R”, non ”définie” sur R” mais
”définie” sur le sev des listes de somme nulle.

(c) Montrer que la covariance est en valeur absolue inférieure ou égale au produit des écart-types :

|Cov (X,Y)| <o (X)o(Y))
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| ORTHOGONALITE |

10. : Soit F un espace euclidien (donc de dimension finie) ;
scalaire (@ | %) . Ceci permet-il de retrouver le vecteur

. . . —
est un vecteur inconnu mais on connait pour tout y le

N
x
77

11. : Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de [E espace euclidien ;

(a) Montrer que (F 4+ G)™ = FL N G* ; en déduire que (FNG)" = FL +GL.

(b) * Soit F l'espace C ([a, b],R) muni du produit scalaire usuel donné dans le cours ;
soit ¢ €la,bl et F ={f € E / f est nulle sur [a,c|} ,
et G={f € E / f est nulle sur [c,b]}.

Montrer que F- = G,G+ = F, (FNG)" = E, et que donc : (FNG)" # F+ 4+ GL.

x x
12. : Déterminer une base orthonormale pour le produits scalaires rencontré dans ’exercice 1 : Y y' =
z z
2 (xx’ +yy + 22') +ay +yx’ + 2 + 22"+ y2' + zy sur R3.
1 1 -1 1 -1
(a) Méthode 1 : procéde de Schmidt sur la base canonique ; on trouve: 2 — -1

1
— 1 0
V2 \ o

5
S

x x
(b) Méthode 2 : remarquer que Yy y =XX'+YY' +Z7Z" avec X = y + z etc..
z Z
—1 1 1
1 1 1
On trouve 3 1 '3 -1 1, 3 1
1 1 -1
x x’ 1 1 1
13. : Calculer le produit scalaire Y y sachant que la base o, 1,1 est orthonormeée.
z Z 0 0 1

14. : Soit E={f € C(R,R) / f est périodique de période 27} .

(a) Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de C (R, R).
E? — R
b) Montrer que I’application : 1 [
g aue Fopp (F.9) = ()= [ f)g@da
0

(c) Montrer que la famille 7, = (z — cos kz), <, est orthogonale. La rendre orthonormale (attention au cas k =0
qui est & part).

(d) Qu'en déduit-on pour la famille F,,?

est un produit scalaire dans E.

1
15. :PourP,QER[X],onpose(P|Q):%/ P(2)Q (z)dx.
-1

(a) Montrer que (. |.) est un produit scalaire dans R [X].

(] ]1] X ] X2
(b) Déterminer ( X*|X") et remplir le tableau ;

X2

(c) Déterminer une base orthonormale de Ry [X] pour ce produit scalaire.

Réponse : (1,v3X, ? (3X%2-1)).
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16. :

17.

18.

19.

20.

Lo = — L. - = — . )
Soit (€1, €9,.., €,) une base de E, espace euclidien, et <f 1, [y fn> la base orthogonale obtenue a partir de
(€1, €a,.., €n) par le procédé de Schmidt, et ¢y = HikH :
i — ot SN ard
montrer que fr = e€r— >, (€r |g:)gi; en déduire que fj = pr (€) ol pi est la projection orthogonale sur
i=1

(Vect (€1, €ayery Thor)) -
On dit que deux sev F' et G sont faiblement orthogonaux s’il existe 3 sev deux a deux orthogonaux H, F’, G’ tels que
F=H®F eG=H®G

(a) Montrer que deux sev sont faiblement orthogonaux ssi leurs orthogonaux le sont aussi.

(b) Montrer que les sev engendrés par deux sous-familles d’une famille orthogonale sont faiblement orthogonaux.

Somme directe orthogonale, méme en dimension infinie.
Soit F un espace muni d’un produit scalaire, F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Montrer que E = F' @ F* (utiliser une base orthonormée de F') ; attention, ceci peut étre faux si F' est de dimension
infinie.
| ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN |

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien, A sa matrice dans une base orthonormée ; montrer que
(VZ,geE (Z|f(H) = (f(T)]9) )< A est symétrique

Soit p un projecteur de [E espace euclidien de base F' et de direction G.

(a) Montrer que p est une projection orthogonale (c’est-a-dire F' 1. G) ssiVZ, ¥ € B (7 |p(¥)) = (p(T) | ¥).
En déduire que A € 9M,, (R) est une matrice de projection orthogonale dans une base orthonormée ssi A2 = A et
A est symétrique (cf. ex 18).
(b) * Montrer que p est une projection orthogonale ssi V' € E (7 | p(?))
(c) * Montrer que p est une projection orthogonale ssi VZ €E ||p(7)| <
+\y )H2 H T + )\y || et conclure.
) —

lére méthode : pour @ dans F et 3 dans G, écrire que ||p(@

2éme méthode : prendre Z dans G+ montrer que ||p (Z)||> = ||p( Z|° + || Z|* et conclure.

21.

22.

(a) Soit s € L(E). Montrer que s est une symétrie orthogonale ssi deux quelconques des trois conditions suivantes
sont réalisées :

— idg
i VT, 7 el (7 |s(¥))=(s()|7)
ii. vZ e E ||s ()| = |7

(b) En déduire que A € M, (R) est une matrice de symétrie orthogonale dans une base orthonormée ssi A? = I, et
A est symétrique (cf. ex. 18).

: Soit f € L(E) avec E espace euclidien muni d’une base orthonormale B. On note A = Matp (f).

(a) Montrer que
VeeE f(2)L7 « VT, YEE (f(7)|Y)=—(7|f(¥))

€] 1)

(b) En déduire que f vérifie (1) si et seulement si A est antisymétrique.
(c) Montrer que en dimension 3, f vérifie (1) si et seulement s'il existe @ telle que pour tout ', f (W) ="a A u.
(d) Montrer que parmi les trois propriétés suivantes, deux d’entre elles impliquent toujours la troisiéme :

iLVZ el f(Z7)L7T

ii. V@’ € B | f(7)] = ||7| (autrement dit f est un automorphisme orthogonal de E).
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iii. f?2=—idg
Indication : pour i. et ii. =-iii. utiliser @ = b < H b —Ta H =0 ; pour ii. et iii. =i. écrire ( f(@) | @)
= (f(@) |-f*(¥)) ; pour i. et iii. implique ii., écrire H?H2 = (7 |-f2(7)).
Un tel endomorphisme s’appelle une isométrie antisymétrique.

(e) Donner des exemples d’isométrie antisymétrique en dimension 2, 3 ou 4, si c’est possible.

(f) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une isométrie antisymétrique dans E.

(g) On suppose que f vérifie iii. ; on pose (T | %) = (T | ¥ )+ (f(ZT) | f(¥)). Montrer que (. |.)" est un
produit scalaire, et que f est une isométrie antisymétrique pour ce produit scalaire.

23. : Transposée d’une application linéaire pour un produit scalaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels euclidiens.
(a) f est une application de E vers F, et g une application de F vers E. Montrer que si
VZ eBVY €F (f(7) 1 Y)=(7 [9(¥))
alors f et g sont linéaires.

Indication : calculer ( f(ZT + %) — f(T) = (¥) | 7).

(b) Montrer que si ¢ est une forme linéaire sur [, il existe un unique vecteur 7 tel que
Tel p(@)=(7n|7)

(petit théoreme de Riesz).

(c) Montrer que si f est une application linéaire de E vers F, il existe une unique application g de F vers E vérifiant
VZEEVY €F (f(7)|Y)=(7 |9(¥))

Indication : pour y € F fixé, considérer la forme linéaire @ +— ( f(7) | 7).

Déduire du (a) la linéarité de g ; montrer que les matrices de f et g dans des bases orthonormées de E et de
sont transposées I'une de 'autre.
g est appelée la transposée de f.

24.

(a) Rappeler comment est défini le produit scalaire usuel dans M, (R).

(b) Montrer que 'application A — A est une symétrie orthogonale de M,, (R).

25. : Soit 7 un vecteur unitaire d’un espace vectoriel euclidien E ; on appelle p la projection orthogonale sur la droite

D =vect(7) et s la réflexion de base 7' *.

(a) Rappeler la formule pour p (') utilisant le produit scalaire.

a
(b) Donner la matrice de p dans une base orthonormale B dans le cas ou dimE =3, et ot 7 | b

¢ g
(¢) En déduire, toujours dans ce cas, la matrice de la réflexion s dans B.

(d) * Revenant au cas général, montrer que si N est la matrice colonne des coordonnées de 7 dans une base ortho-
normale B, X celle de 7 et Y celle de p(7), alors Y = N*NX ; en déduire P = matg (p) et S =matg (s) ;
expliquer alors comment a été fabriqué ’exercice 7 a) sur les matrices.

26. * : On considere E = {f € C?([a,b],R) / f(a)=f(b)=0}.

(a) Verifier que E est un espace vectoriel ; on le munit du produit scalaire défini par (f | g) = f; fg
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(b) Montrer que la dérivation D est un endomorphisme antisymétrique de E, c’est-a dire que pour tout f,g € E

(D(f) 1g)=—=(f1D(9))

que dire de D? ?
(¢) En déduire que ker (D? — Xidg) et ker (D? — pidg) sont orthogonaux pour A # u € R*.
(d) On prend a =0 et b = 7 ; déterminer ker (D2 — )\idE) suivant les valeurs de A € R.

|AUTOMORPHISMES ET MATRICES ORTHOGONAUX |

27. : Les endomorphismes non nuls conservant ’orthogonalité sont les similitudes.
Soit f un endomorphisme non nul d’un espace euclidien.
On dit que f est une similitude s'il existe k& # 0 tel que V&' € E ||f (7)| = k|| 7| (autrement dit, f est k fois une
isométrie) ; on veut montrer qu'une condition nécessaire et suffisante est que f conserve orthogonalité (c’est & dire
— — — —
Ly =f(2) L))
(a) Condition sufisante : supposons que f conserve 'orthogonalité.

i. Montrer que f conserve I’égalité des normes , c’est-a-dire que si deux vecteurs ont la méme norme, leurs
images également (cf. exercice 2.)
ii. Montrer qu’il existe un vecteur unitaire zg avec k = || f (zg)|| # 0
iii. Montrer que f est une similitude.

28. Soit f un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E ; rappelons que Inv (f) = ker (f —id) et Inv™ (f) =
ker (f +id) ;

montrer que (Inv(f))" = Im (f — id) et que Inv™ (f) en est un sev.
29. : Soit 7 un vecteur normé d’'un espace vectoriel euclidien BE. On pose f (7)) =2 + (2 |7) 7.
(a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que f soit une isométrie vectorielle.

(b) Interpréter géométriquement I’application f dans ce cas, ainsi que — f.

., — , . . g , . L — . L.
30. : Soit 7 un vecteur normé d'un espace vectoriel euclidien E, s+ la réflexion par rapport & m* et f une isométrie
quelconque ; montrer que f o sz = sy o f (utiliser I’expression trouvée dans 'exercice précédent).



